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1. q1, q2, · · · を [0, 1]内の有理数を並べたものとする. このとき, 級数

∞∑
n=1

1
n2+ϵ|x − qn|

(ϵ > 0)

は, [0, 1]上ほとんどすべての xについて収束する, すなわち,

D =

{
x ∈ [0, 1]|

∞∑
m=1

1
n2+ϵ|x − qn|

= +∞

}
とおくとき, m(D) = 0 である, このことを以下の指示に従って証明せよ. m(·) は Lebesgue 測度で

ある.

（a）K = 1, 2, · · · に対して, 区間列 {IK
n }∞N=1 を

IK
n =

(
qn − 1

Kn1+ϵ/2
, qn +

1
Kn1+ϵ/2

)
∩ [0, 1], n = 1, 2, · · ·

と定義し, さらに

DK ≡
∞∪

n=1

IK
n

とおく. このとき, 任意のK に対して, D ⊂ DK が成り立つことを示せ. *1

（b）

D∞ ≡
∞∩

K=1

DK

とおくとき, m(D∞) = 0を示し, m(D) = 0を示せ.

2. 実数 sに対して,

IC(s) =
∫ ∞

0

e−x2
cos(2sx)dx, IS(s) =

∫ ∞

0

e−x2
sin(2sx)dx

とおく.

（a）dIC(s)/dsを計算し, この導関数を IC(s)を用いて表せ. さらに, この関係式（微分方程式）から,

IC(s)を求めよ. ただし, ∫ ∞

0

e−x2
dx =

√
π

2

は既知とする.

*1 ヒント：[0, 1] − DK ⊂ [0, 1] − D を示せ.
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（b）IS(s)に関して, 前問と同様のことを行い, IS(s)を求めよ. ただし, IS(s)は初等関数では表せない

ので, その表現に

Erf s =
∫ s

0

et2dt

を用いてよい.

3. A = (aij)をm × n実行列とし, Rn からRm への線形作用素 TA を以下のように定義する.

TA : Rn → Rm

∈ ∈

x → Ax

TA の作用素ノルム ∥TA∥∞ は

∥TA∥∞ = sup
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

= max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |

で与えられることを示せ. *2

*2 ヒント：まず, ∀x ̸= 0; ∥Ax∥∞ ≤ (max1≤i≤m
Pn

j=1 |aij |)∥x∥∞ を示し, 次に, ある xでの等号成立を示す.
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